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방사형 기저함수 네트워크를 위한 점진적 학습 알고리즘의 수렴율

이남길∗

요약. 본 논문에서는 방사형 기저함수 네트워크(RBFN)에 대해 기대위험(expected risk)의
데이터 의존적 상한(upper bound)을 분석한다. 기대위험의 상한을 네트워크 크기와 훈련
데이터셋 크기의 함수로 명시적으로 표현하므로, RBFN이 기저 함수를 점진적으로 추가하는
경우에도 적용할 수 있다. 제안된 기대위험 상한은 RBFN에 대한 점진적 학습 알고리즘의
점근적 성질의 관점에서 면밀히 분석된다. 제안된 RBFN의 특성이 비선형 회귀 문제에 대한
점진적학습알고리즘의수렴율을추정하는데효과적임을보이기위해, 시뮬레이션데이터를
활용한 실험도 수행되었다.

1. 소개

방사형 기저함수 네트워크(RBFN)는 오랫동안 비모수적 지도학습의 틀 안에서 사용되어
왔다 [1–3]. RBFN은 실수값 함수 f : Rd → R로서, 다음과 같이 기저함수들의 선형결합으로
표현된다:

(1.1) f(x) =
m∑
j=1

wjkσ(x, tj).

여기서 m은 기저함수의 개수, kσ(x, tj)는 중심벡터 tj ∈ Rd와 폭 파라미터 σ > 0를 갖는
j번째 기저함수이다. 지도학습에서는 다음과 같은 기대위험(expected risk)을 최소화하는
함수 f를 구하는 것을 목표로 한다:

Plf := E [l(f(X), Y )] =

∫
l(f(x), y)dP (x, y).

여기서 l : R×R → [0,∞)은 손실함수이며, P는 Rd×R 위에 정의된 확률 분포이다. 하지만
자료가 가지는 실제 분포 P는 알려져 있지 않기 때문에, 기대위험은 다음과 같이 정의된
경험적 위험(empirical risk)을 통해 추정된다:

Pnlf :=
1

n

n∑
i=1

l(f(xi), yi).

여기서 (xi, yi), i = 1, . . . , n,은 분포 P로부터 추출된 훈련 샘플이다.
Vapnik [4]은경험적위험과 Vapnik-Chervonenkis (VC)차원을사용해기대위험의상한을

제안하였다. 하지만 VC 차원은 데이터가 생성된 분포와는 독립적이므로 보통은 기대위험에
대한 보수적인 추정을 하게 된다. 본 연구에서는 Rademacher 복잡도 [5–8]에 기반해 데이터
의존적상한을유도한다. Rademacher복잡도는데이터의분포에의존적이므로,자료의분포
변화에 민감한 추정을 수행한다.
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그러나 Rademacher복잡도의계산적어려움으로인해실제실험결과는매우제한적으로
수행되어 왔다. 회귀 문제에서는 Bartlett, Bousquet 및 Mendelson [5], 그리고 Bartlett 및
Mendelson [6]이 Rademacher복잡도추정을위해커널공간에기반한방법들을제안하였다.
하지만 제안된 결과들은 커널 공간의 함수들이 가지는 기저 함수의 개수를 구체적으로 명시
하지 않으므로 RBFN의 모형 선택에 직접 적용하기 어렵다. 예를 들어, Niyogi 및 Girosi [3]
는 기저 함수의 개수 m을 포함하는 위험 상한을 제안함으로써 최적의 m값이 근사적으로
O(n1/3)을 따른다는 것을 보였다.
본 연구에서는 convex optimizaiton 문제 [9]의 풀이를 통해, 유한개의 기저함수를 가지는

네트워크에 대한 Rademacher 복잡도의 추정치를 구한다. 그리고 기대위험의 추정 상한에
기반하여, 경험적 위험의 점근적 성질을 조사하며, 기저 함수의 개수 및 훈련 샘플 크기 관
점에서 수렴율을 근사적으로 구한다. 시뮬레이션 데이터에 기반한 수치 실험을 수행하여,
비선형 회귀 문제에서 RBFN의 수렴율 추정에서 제안된 점근적 성질이 매우 효과적임을 확
인한다.

2. 주요 결과

여기서는 σ는고정된상수임을가정한다. Rd×Rd 상에서정의된기저함수 kσ는대칭이며
양정치 함수이다. 즉, 어떠한 정수 r 및 수열 ci ∈ R 및 ti ∈ Rd, i = 1, . . . , r에 대하여도∑r

i=1

∑r
j=1 cicjkσ(ti, tj) ≥ 0이 성립한다. 어느 0 < C < ∞에 대해, 다음과 같이 Fm를 m

개의 기저함수를 가진 네트워크로 정의한다:

(2.1) Fm = Fm(C) =

{
x 7→

m∑
j=1

wjkσ(x, tj)

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

m∑
j=1

wiwjkσ(ti, tj) ≤ C2

}
.

어느 0 < D < ∞에 대해, l : R × R → [0, D]을 유계 손실함수로서 다음과 같이 첫 인수에
대해 L-Lipschitz임을 가정한다:

∀y, ŷ1, ŷ2, |l(ŷ1, y)− l(ŷ2, y)| ≤ L|ŷ1 − ŷ2|.
정수 r ≤ n 및 m ≤ n에 대해서, r×m 행렬 Krm을 모든 i = 1, . . . , r 및 j = 1, . . . ,m에 대해
(Krm)ij = kσ(xi,xj)으로 정의한다. 본 논문의 주요 결과는 다음과 같이 기술된다:

정리2.1. 모든 x > 0에 대해, 적어도 1− 2e−x의 확률로 다음의 부등식이 성립한다:

(2.2) sup
f∈Fm

{Plf − Pnlf} ≤ Am,n +
Dx

n
+

√
2Dx

n
Am,n +

(
Dx

n

)2

+D

√
2x

n
,

여기서

Am,n =
2CL

n

√
trace (KnmK−1

mmK
T
nm) .

3. 최소제곱법

이번 장에서는 정리 2.1을 특정한 최소제곱 추정법에 적용한다. 이 최소제곱법은 중심
벡터 tj, j = 1, . . . ,m를 훈련 데이터셋의 첫 m개의 벡터들로 설정한다. 즉, tj = xj 이다. Σ
는 m×m 행렬로서 성분 (Σ)ij = E[kσ(X,xi)kσ(X,xj)]을 가지며, Θ를 m× 1 벡터로서 성
분들 (Θ)i1 = E[kσ(X,xi)Y ]를 가진다고 하자. 정리 2.1에 주어진 기대위험의 상한과 관련된
점근적 성질을 최소제곱법에 대해 적용하여 다음과 같은 결과를 얻을 수 있다:

따름정리3.1. kσ는 대칭이고 양정치이며 kσ(xj,xj) ≤ 1을 모든 j = 1, . . . ,m에 대해 만족한
다고 하자. 모든 i = 1, . . . ,m 및 j = 1, . . . ,m에 대해 E[(kσ(X,xi)kσ(X,xj))

2] < ∞이고
E[(kσ(X,xi)Y )2] < ∞임을 가정한다. 만일 m < n이고 n → ∞에 대해 n − m → ∞이고,
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어떤 p ≥ 0에 대해 C = O(mp)이며, D = O(1) 및 L = O(1)이라면, 다음과 같은 부등식이
성립한다:

(3.1) sup
f∈Fm

{Plf − Pnlf} = O

(
mp

n1/2

)
.

더 나아가, 만일 어떤 B > 0에 대해 |Y | ≤ B이고, 어떤 q ≥ 0에 대해 Σ의 최소고유값이

λ−1
min(Σ) = Op(m

q)을 만족한다면, 최소제곱추정 f̂은 다음 식을 만족한다:

(3.2) Plf̂ − Pnlf̂ = O

(
m(q+1)/4

n1/2

)
.

4. 수치적 실험

본 연구에서 제안된 기대위험 상한의 효과를 입증하기 위해 시뮬레이션 데이터셋을 기
반으로 실험을 수행하였다. 우리는 가우시안 커널 함수를 사용한 RBFN을 적용하였다:
kσ(x, tj) = exp (−∥x− tj∥2/(2σ2)) . 여기서 중심 벡터 tj는 훈련 데이터의 입력 벡터들 중
무작위로선택되었다. 제곱오차의합의평균을이용해테스트오차와훈련오차를구하였다.
시뮬레이션데이터로는 Hastie등 [10]의 11장에서설명된 radial데이터를사용하였다. 이

radial 데이터는 10차원 입력 벡터 xi = (xi1, . . . , xi10)
T와 출력 값 yi로 구성되어 있다. 입력

벡터의 각 성분 xij는 표준 정규 분포 N(0, 1)로부터 독립적으로 생성되며, 출력 값은 다음과
같이 계산된다:

yi =
10∏
j=1

ϕ(xij) + ϵi .

여기서 ϕ(t) = (2π)−1/2 exp(−t2/2)는 표준 정규 분포의 밀도 함수이며, ϵi ∼ N(0, σ2
ϵ )는 평

균이 0이고 분산이 σ2
ϵ인 노이즈 항이다. 노이즈 분산 σ2

ϵ은 신호 대 잡음비(signal-to-noise
ratio, SNR)가 4 또는 64가 되도록 설정하였다. 즉,

V ar(E[Y |X])

V ar(Y − E[Y |X])
=

V ar(f(X))

V ar(ϵ)
= 4 또는 64.

훈련 샘플은 다양한 크기로 설정하였으며, 테스트 샘플은 10000개로 고정하였다. 훈련 샘플
생성은 30회 반복하였고, 각 실험의 결과는 평균값을 취해 분석하였다
그림 1 (a)는기저함수수 m이 200으로고정된상태에서,훈련샘플크기에따라최소제곱

추정치 f̂의 테스트 오차와 훈련 오차 간의 차이 Plf̂ −Pnlf̂를 보여준다. 도표에서 확인할 수
있듯이, 차이에 대한 추정 상한(검정 점선)은 실제 차이(빨간 실선)보다 훨씬 크지만, 감소
속도(비율)는 유사하다. 특히 주목할 점은, 추정된 상한의 기울기가 대략 −0.5로 일정하다는
것이다. 이는 기저 함수 수 m이 고정된 경우, Plf̂ − Pnlf̂ = Op(n

−1/2)이라는 이론적 결과를

뒷받침해준다. 반면, 실제 차이의 기울기는 대략 −1 근처로 변화하며, 이는 최소제곱법이 더
빠른 수렴율를 보인다는 것을 나타낸다. 그림 1 (b)는 훈련 샘플 수 n을 1000으로 고정했을
때,기저함수수m의변화에따른테스트오차와훈련오차간의차이를나타낸다. 이그림은
기저 함수 수가 증가함에 따라 실제 차이가 커지고, 추정된 상한 역시 거의 유사한 비율로
증가함을 보여준다. 그림 1(a)와 (b) 각각의 경우에 대해, 신호 대 잡음비(SNR)는 4(위 행)
또는 64(아래 행)로 설정되었고, 커널 폭 파라미터 σ는 0.5(맨 왼쪽 열), 4(가운데 열), 16(맨
오른쪽 열)로 설정되었다.
그림 2 (a)와 (b)는 테스트 오차와 훈련 오차 간의 차이의 수렴율을 보다 면밀히 보여준다.

비교를 위해 최소 고유값 λmin(Σ)의 값도 함께 나타내었다. 그림 2 (a)는 훈련 샘플 수 n
이 증가함에 따라 λmin(Σ)의 값이 거의 일정하게 유지됨을 보여주며, 이는 λmin(Σ)가 n에
영향을 받지 않는다는 사실을 정당화해준다. 또한, 테스트 오차와 훈련 오차 간의 실제 차이
는, 추정된 상한보다 더 빠르게 감소함을 확인할 수 있다. 반면, 그림 2 (b)는 기저 함수 수
m이 증가함에 따라, 실제 차이와 상한이 유사한 속도로 증가함을 나타낸다. 또한, λmin(Σ)
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의 감소 기울기는 약 −4.8, 상한의 증가 기울기는 약 1.0인데, 이는 따름정리 3.1의 결과인
1.0 ≤ (4.8 + 1)/4와 일치한다.
그림 2 (c)는 기저 함수 수 m과 훈련 샘플 수 n이 다양한 비율로 동시에 증가할 때, 테

스트 오차와 훈련 오차 간의 실제 차이의 변화를 보여준다. 즉, m은 고정된 상수 a에 따라
500× (n/5000)a로설정된다. 실제로, 그림 2 (a)에서는 m이고정된경우, n이증가함에따라
실제 차이의 감소 속도가 n−1.2로 나타났다. 따름정리 3.1에 따르면, 실제 차이의 수렴율은
mp/n1.2 형태를 따르며, 그림 2 (b)의 추정 상한 기울기 결과를 기반으로 p는 1로 설정된다.
따라서, 만약 m ∝ na 라면, 수렴율은 na×1.0−1.2로 추정된다. 그림 2 (c)에서는 a 값을 각각
2/3, 1, 4/3, 3/2로 설정하였으며, 이 경우 예상되는 수렴율은 각각 n−0.53, n−0.2, n0.13, 및 n0.3

이다. 실제로 계산된 수렴율은 n−0.5, n−0.2, n0.2, 및 n0.4로, 이는 추정된 값들과 매우 유사한
결과를 보여준다.

5. 증명

ϵ1, . . . , ϵn를 P (ϵi = 1) = P (ϵi = −1) = 1/2의 확률을 갖는 독립적 확률 변수라고 하자.
F는 Rd로부터 R로의 어떤 함수 클래스이고, G는 Rd × R로부터 R로의 어떤 함수 클래스일
때, 두 확률변수 RnF 및 RnG를 다음과 같이 정의한다: RnF = supf∈F n−1

∑n
i=1 ϵif(xi) 및

RnG = supg∈G n
−1
∑n

i=1 ϵig(xi, yi). F 또는 G에 대한 경험적 Rademacher 복잡도는 각각
다음과 같이 정의한다:

EϵRnF = E

(
sup
f∈F

1

n

n∑
i=1

ϵif(xi)

∣∣∣∣∣x1, . . . ,xn

)
,

EϵRnG = E

(
sup
g∈G

1

n

n∑
i=1

ϵig(xi, yi)

∣∣∣∣∣ (x1, y1), . . . , (xn, yn)

)
.

여기서 기댓값은 ϵ1, . . . , ϵn에 대해 취해진다. F 또는 G에 대한 Rademacher 복잡도는 각각
다음과 같이 정의한다:

ERnF = ExEϵRnF ,

ERnG = E(x,y)EϵRnG
이며, 여기서, Ex는 x1, . . . ,xn에 대한 기댓값이며, E(x,y)는 (x1, y1), . . . , (xn, yn)에 대한 기댓
값이다.
정리 2.1의 결과는 다음 보조정리들로부터 이끌어낼 수 있다:

보조정리5.1. (McDiarmid의 부등식, [11]) Z1, . . . , Zn을 집합 A에서 값을 갖는 확률변수들
이라고 하고, f : An → R가 다음을 만족한다고 가정하자: 모든 1 ≤ i ≤ n에 대해,

sup
z1,...,zn,z′i∈A

|f(z1, . . . , zn)− f(z1, . . . , zi−1, z
′
i, zi+1, . . . , zn)| ≤ ci.

그러면 모든 t > 0에 대해,

P (f(Z1, . . . , Zn)− Ef(Z1, . . . , Zn) ≥ t) ≤ e−2t2/
∑n

i=1 c
2
i

이다.

보조정리5.2. (대칭화 부등식, [5, Lemma A.5], [7]) G가 Rd × R로부터 R로의 함수의 집합
이라고 하자. 그러면,

E sup
g∈G

{Pg − Png} ≤ 2ERnG

이다.
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보조정리5.3. (Lemma A.4 in [5]) x > 0을고정하고, G를 [a, b]내에서치역을갖는함수들의
집합이라고 하자. 그러면, 적어도 1− e−x의 확률로,

(5.1) ERnG ≤ inf
α∈(0,1)

(
1

1− α
EϵRnG +

(b− a)x

4nα(1− α)

)
이다. 또한, 적어도 1− e−x의 확률로,

EϵRnG ≤ inf
α>0

(
(1 + α)ERnG +

(b− a)x

2n

(
1

2α
+

1

3

))
이다.

정리 2.1을 증명하기에 앞서, 보조정리 5.1 및 5.2를 바탕으로 다음 명제를 증명한다:

명제5.4. G를 Rd × R로부터 [0, D]로의 함수들의 집합이라고 하자. 그러면, 모든 x > 0에
대해, 적어도 1− e−x의 확률로,

sup
g∈G

{Pg − Png} ≤ E sup
g∈G

{Pg − Png}+D

√
2x

n

이다. 더 나아가, 적어도 1− e−x의 확률로,

(5.2) sup
g∈G

{Pg − Png} ≤ 2ERnG +D

√
2x

n

이다.

증명. P i
n를 i번째표본데이터 (xi, yi)를 (x′

i, y
′
i)로교체하여수립한경험적분포라고하자.

g∗ = arg supg∈G{Pg − Png}로 정의하면,

sup
g∈G

{Pg − Png} − sup
g∈G

{Pg − P i
ng} ≤ Pg∗ − Png

∗ − Pg∗ + P i
ng

∗

=
1

n
(g∗(x′

i, y
′
i)− g∗(xi, yi))

≤ 2

n
D.

동일한 방식으로, g∗∗ = arg supg∈G{Pg − P i
ng}이라고 하면,

sup
g∈G

{Pg − Png} − sup
g∈G

{Pg − P i
ng} ≥ − 2

n
D

을 이끌어낼 수 있다. 보조정리 5.1의 McDiarmid의 부등식을 함수 supg∈G{Pg − Png}에
적용하면 첫 번째 결과를 이끌어낼 수 있다. 두 번째 결과는 보조정리 5.2의 대칭화 부등식을
적용하면 이끌어 낼 수 있다.

추가적으로, 다음의 명제는 m개의 기저함수를 갖는 네트워크의 클래스 Fm에 관한 것이
다.

명제5.5.

(5.3) EϵRnFm ≤ C

n

√
trace(KnmK−1

mmK
T
nm) .
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증명. RnFm = supf∈Fm
n−1

∑n
i=1 ϵif(xi)을 계산하기 위해, n−1

∑n
i=1 ϵif(xi)의 최대화 문

제를 푸는 것을 고려하며, 이것은 아래와 같은 최소화 문제로 기술할 수 있다:

목적: minimize
w

− 1

n
ϵTKnmw

조건: wTKmmw ≤ C2.
(5.4)

위문제로부터, Lagrange승수 λ ≥ 0를도입하여,다음과같이 Lagrangian을기술할수있다:
G(w, λ) = −n−1ϵTKnmw+λ(wTKmmw−C2). Lagrangian을 w에관해미분함으로써쌍대
함수를 다음과 같이 구할 수 있다:

(5.5) g(λ) = min
w∈Rm

G(w, λ) = −(4n2λ)−1ϵTKnmK
−1
mmK

T
nmϵ− λC2.

이때, 최소값은 w = (2nλ)−1K−1
mmK

T
nmϵ일 때 얻어진다. 이를 바탕으로, 쌍대 문제는 다음과

같이 유도된다:

목적: maximize
λ

− 1

4n2λ
ϵTKnmK

−1
mmK

T
nmϵ− λC2

조건: λ ≥ 0.
(5.6)

(5.6)에 주어진 쌍대 함수 g(λ)를 미분하여 쌍대 최적쌍 (λ∗, d∗)을 구할 수 있는데, 이것은
각각 λ의 최적점과 쌍대 함수 g(λ)의 최적값이다:

λ∗ =
1

2nC

√
ϵTKnmK−1

mmK
T
nmϵ

d∗ = −C

n

√
ϵTKnmK−1

mmK
T
nmϵ .

또한, 해당하는 원초(primal) 최적점은 w∗ = (2nλ∗)−1K−1
mmK

T
nmϵ이다.

따라서,

RnFm = −d∗ =
C

n

√
ϵTKnmK−1

mmK
T
nmϵ .

임을이끌어낼수있다. 기댓값 Eϵ을취하고젠센의부등식(Jensen’s Inequality)을적용하면,
다음과 같이 부등식을 이끌어낼 수 있다:

EϵRnFm =
C

n
Eϵ

√
ϵTKnmK−1

mmK
T
nmϵ

≤ C

n

√
EϵϵTKnmK−1

mmK
T
nmϵ

=
C

n

√
trace(KnmK−1

mmK
T
nm) .

정리 2.1의 증명은 다음과 같이 주어진다:

정리 2.1의 증명. 기호 표기 단순화를 위해 Fm을 F으로 표기한다. 함수 lf : Rd × R →
[0, D]는 lf (x, y) = l(f(x), y)를 나타내며, lF는 집합 lF = {lf |f ∈ F}를 나타낸다. 우선,
보조정리 5.3의 부등식 (5.1)의 우변의 최소값을 구한다. 어떤 t1, t2 > 0에 대해, d/dα(t1(1−
α)−1 + t2α

−1(1− α)−1) = 0으로부터 α∗ = (−t2 +
√
t22 + t1t2)/t1이고 0 < α∗ < 1임을 이끌

어낼 수 있다. 따라서,

inf
α∈(0,1)

(
1

1− α
EϵRnlF +

Dx

4nα(1− α)

)
= EϵRnlF +

Dx

2n
+ 2

√(
Dx

4n

)
EϵRnlF +

(
Dx

4n

)2
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이다. 더 나아가, [12]의 식 (4.20)을 이용해 RnlF ≤ LRnF임을 유도할 수 있다. 다음으로,
보조정리 5.3의 결과 (5.1)과 명제 5.4의 결과 (5.2)을 G = lF에 적용하여 다음을 이끌어낼 수
있다: 적어도 1− 2e−x의 확률로,

sup
f∈F

{Plf − Pnlf} ≤ 2 inf
α∈(0,1)

(
1

1− α
EϵRnlF +

Dx

4nα(1− α)

)
+D

√
2x

n
.

결과적으로, 적어도 확률 1− 2e−x로,

sup
f∈F

{Plf − Pnlf} ≤ 2LEϵRnF +
Dx

n
+ 4

√(
Dx

4n

)
LEϵRnF +

(
Dx

4n

)2

+D

√
2x

n

≤ Am,n +
Dx

n
+

√
2Dx

n
Am,n +

(
Dx

n

)2

+D

√
2x

n

이며, 여기서

Am,n =
2CL

n

√
trace (KnmK−1

mmK
T
nm)

이다. 여기서, 마지막 부등식은 명제 5.5로부터 나온다.

따름정리 3.1의 증명은 다음과 같이 주어진다:

증명. 행렬 Knm을 두 블록으로 파티션한다: KT
nm = (KT

mm,K
T
∆m). 여기서 K∆m은 (n −

m)× (n−m) 행렬로서, (K∆m)ij = kσ(xm+i,xj)이다. E[(kσ(X,xi)kσ(X,xj))
2] < ∞이므로,

중심극한정리로부터, n−1KT
∆mK∆m의 (i, j) 원소는 다음과 같이 수렴한다:

1

n
(KT

∆mK∆m)ij =
1

n

n−m∑
r=1

kσ(xm+r,xi)kσ(xm+r,xj)

= E[kσ(X,xi)kσ(X,xj)] +Op(n
−1/2)

= (Σ)ij +Op(n
−1/2).

그리고 m−1K2
mm의 (i, j)원소는 다음과 같이 수렴한다:

1

m
(K2

mm)ij =
1

m

m∑
r=1

kσ(xr,xi)kσ(xr,xj)

= E[kσ(X,xi)kσ(X,xj)] +Op(m
−1/2)

= (Σ)ij +Op(m
−1/2).

(5.7)

이를 통해, 다음을 유도할 수 있다:(
1

m
K2

mm

)−1

· 1
n
KT

∆mK∆m =
(
Σ · (1 +Op(m

−1/2))
)−1

Σ · (1 +Op(n
−1/2))

= Im · (1 +Op(m
−1/2))−1(1 +Op(n

−1/2))

= Im · (1 +Op(m
−1/2))(1 +Op(n

−1/2))

= Im · (1 +Op(m
−1/2) +Op(n

−1/2)).



38 이남길

여기서, Im은 m×m 항등행렬이다. KT
nmKnm = K2

mm +KT
∆mK∆m이므로, 대각합으로부터

다음 부등식을 유도할 수 있다:

trace(KnmK
−1
mmK

T
nm) = trace(K−1

mmK
T
nmKnm)

= trace(Kmm +K−1
mmK

T
∆mK∆m)

≤ m+ trace(K−1
mmK

T
∆mK∆m)

= m+m−1n · trace(Kmm · (m−1K2
mm)

−1 · n−1KT
∆mK∆m)

= m+m−1n · trace(Kmm) · (1 +Op(m
−1/2) +Op(n

−1/2))

≤ m+ n · (1 +Op(m
−1/2) +Op(n

−1/2))

= Op(m+ n).

이를 이용하여 다음을 이끌어낸다:

Am,n =
2CL

n

√
trace (KnmK−1

mmK
T
nm)

= Op(m
pn−1

√
m+ n)

= Op(m
pn−1(

√
m+

√
n))

= Op(m
1/2+pn−1 +mpn−1/2).

(5.8)

결과적으로, 명제 2.1의 식 (2.2)의 우변은 다음을 만족한다:

Am,n +
Dx

n
+

√
2Dx

n
Am,n +

(
Dx

n

)2

+D

√
2x

n

= Op(m
1/2+pn−1 +mpn−1/2) +Op(n

−1) +Op

(√
n−1 · (m1/2+pn−1 +mpn−1/2)

)
+Op(n

−1/2)

= Op(m
1/2+pn−1 +mpn−1/2 +m1/4+p/2n−1 +mp/2n−3/4 + n−1/2).(5.9)

m ≤ n이므로 (5.9)의첫두항은m1/2+pn−1+mpn−1/2 = mpn−1/2(m1/2n−1/2+1) ≤ 2mpn−1/2

을 만족하고, 그 다음의 두 항은 m1/4+p/2n−1 + mp/2n−3/4 = mp/2n−3/4(m1/4n−1/4 + 1) ≤
2mp/2n−3/4을 만족한다. 그러므로, 식 (5.9)는 다음과 같이 간단히 정리할 수 있다:

Am,n +
Dx

n
+

√
2Dx

n
Am,n +

(
Dx

n

)2

+D

√
2x

n

= Op(m
pn−1/2 +mp/2n−3/4 + n−1/2).(5.10)

만일 p ≥ 0이면 (5.10)는 Op(m
pn−1/2)가 되며, 만일 p < 0이면 (5.10)는 Op(n

−1/2)가 된다.
최소제곱추정에 의해 결정된 w = (w1, . . . , wm)

T 추정값은 다음과 같이 표현된다:

ŵ = (KT
nmKnm)

−1KT
nmY.

식 C = Op(m
p)에서 p의 값을 구하기 위해, f̂ ∈ Fm는 다음 식을 만족함을 이용한다:

(5.11)
m∑
i=1

m∑
j=1

ŵiŵjkσ(xi,xj) = ŵTKmmŵ ≤ C2.



점진적 학습의 수렴율 39

우선, 중심극한정리에 의해,

ŵ =

(
1

n
KT

nmKnm

)−1(
1

n
KT

nmY

)
= Σ−1Θ+Op(n

−1/2).

임을 얻을 수 있다. 따라서, 식 (5.11)은 아래와 같이 쓸 수 있다:

ŵTKmmŵ =
(
ŵTKmm

)
K−1

mm (Kmmŵ)

≤ λ−1
min(Kmm)∥Kmmŵ∥2

= λ−1
min(Kmm)∥KmmΣ

−1Θ∥2 · (1 +Op(n
−1/2)).

(5.12)

식 (5.7)를 통해, λmin(m
−1K2

mm) = λmin(Σ)(1 +Op(m
−1/2)) 임을 알 수 있으며, 이를 통해

λ−1
min(Kmm) = m−1/2λ

−1/2
min (Σ)(1 +Op(m

−1/2))

= Op(m
(q−1)/2)

임을 유도할 수 있다. 더 나아가, 중심극한정리에 의해, m−1KmmYm = Θ · (1 +Op(m
−1/2))

이므로,

∥KmmΣ
−1Θ∥2 = ∥Kmm

(
m−1K2

mm

)−1 (
m−1KmmYm

)
∥2(1 +Op(m

−1/2))

= ∥Ym∥2(1 +Op(m
−1/2))

≤ mB2(1 +Op(m
−1/2))

= Op(m)

임을 구할 수 있다. 따라서, 식 (5.12)는 다음 식처럼 단순화된다:

ŵTKmmŵ = Op(m
(q+1)/2).

따라서, 식 (5.11)로부터, 다음을 얻을 수 있다:

C = Op(m
(q+1)/4).

6. 결론

본 논문에서는 방사형 기저함수 네트워크(RBFN)에 대한 기대위험의 상한을 도출하였다.
이 상한은 유한 개의 기저 함수를 갖는 RBFN의 공간에 대해 Rademacher 복잡도를 정확히
계산함으로써 얻어진 것이다. 도출된 상한은 행렬 Knm 및 Kmm를 통해 훈련 데이터에 의존
함을 보여주었으며, 이 행렬들은 손쉽게 계산될 수 있다. 또한, 기대위험의 상한을 바탕으로
상한의 점근적 성질도 도출하였다. 이 상한은 훈련 데이터 수 n, 기저 함수 수 m, 그리고
RBFN 공간의 크기와 관련된 파라미터 p를 바탕으로 수렴율을 제시한다. 더 나아가, 커널
행렬의 최소고유값의 감소율과 관련된 상수 q에 대해 p ≤ (q+ 1)/4임을 증명함으로써, 최소
제곱법을 사용할 경우, 기저 함수 수가 증가함에 따라 RBFN 공간도 확장될 필요가 있음을
보였다.
시뮬레이션실험을기반으로한결과를통해,제안된기대위험의상한이점진적학습알고

리즘의 수렴율을 추정하는 데에 유용하게 활용될 수 있음을 보여주었다. 이때, 기저 함수의
개수가 훈련 샘플의 크기에 따라 증가하는 경우도 포함하였다. 따라서, 본 논문에서 제시한
점근적 특성은 비선형 회귀 모델에 대한 점진적 학습 알고리즘의 수렴을 위해 필요한 최소
훈련 샘플 수를 추정하는 데 효과적으로 적용될 수 있다.
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(a) m = 200

(b) n = 1000

그림 1. 테스트오차와훈련오차간의차이(빨간실선및원마커)와그에대한
추정된 상한(검정 점선 및 삼각형 마커)을 나타낸 그래프. 가로축은 (a) 훈련
샘플 크기 또는 (b) 기저 함수의 개수를 나타낸다. (a)와 (b) 각각의 경우에
대해, 신호 대 잡음비(SNR)는 4(위 행) 또는 64(아래 행)로 설정되었고, 커널
폭 파라미터 σ는 0.5(맨 왼쪽 열), 4(가운데 열), 16(맨 오른쪽 열)로 설정되었
다.
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(a) m = 200 (b) n = 1000 (c) m ∝ na

그림 2. 테스트 오차와 훈련 오차 간의 차이의 수렴율. (a) 기저 함수의 수 m
이 200으로 고정된 경우, (b) 훈련 샘플 수 n이 1000으로 고정된 경우, (c) n과
m이 함께 증가하되, 고정된 a값에 대해 m ∝ na으로 증가하는 경우. 또한, (a)
와 (b)에서는 최소 고유값 λmin(Σ)도 함께 나타내었다.
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Abstract

In this paper, we investigate a data-dependent upper bound on the expected 

risk of radial basis function networks (RBFNs). This risk bound is explicitly 

expressed as a function of both the network size and the training set size, making 

it applicable in scenarios where an RBFN incrementally recruits its basis functions. 

The proposed bound is thoroughly analyzed in terms of the asymptotic properties 

of incremental learning algorithms for RBFNs. Experiments on both simulated 

and real-world datasets are conducted to demonstrate the effectiveness of the 

proposed properties of RBFNs in estimating the convergence rate of incremental 

learning algorithms for nonlinear regression problems.
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